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В настоящей работе исследуются отображения, удовлетворяющие определенным верхним мо-
дульным оценкам, теория которых применима к отображениям квазиконформным в среднем 
(см. [1]), отображениям с конечным искажением длины (см. [2]) и отображениям с конечным 
искажением (см. [3]). Здесь мы ограничимся только плоским случаем.
Впервые верхняя оценка площади образа круга при квазиконформных отображениях встре-
чается в монографии М.А. Лаврентьева [4]. В монографии [5] (см. предложение 3.7) получено 
уточнение неравенства Лаврентьева в терминах угловой дилатации. Также ранее в работах [3, 6] 
были получены верхние оценки искажения площади образа круга для кольцевых и нижних 
Q-го мео мор физмов. В данной работе получены нижние оценки площади образа круга при коль-
цевых Q-гомеоморфизмах относительно p-модуля при p > 2.
Напомним некоторые определения. Пусть задано семейство Γ кривых γ в комплексной плос-
кости C. Борелевскую функцию ρ : C →[0, ∞] называют допустимой для Γ, пишут ρ ∈ adm Γ, если
( ) 1z dz
γ
ρ∫ 
для каждой кривой γ ∈ Γ.
Пусть p ∈ (1, ∞). Тогда p-модулем семейства Γ называется величина
adm
( ) ( ) .inf pp z dxdy
ρ∈ Γ
Γ = ρ∫^M
Для произвольных множеств E, F и G в C, через Δ (E, F, G) обозначим семейство всех не-
прерывных кривых γ : [a, b] → C, которые соединяют E и F в G, т. е. γ (a) ∈ E, γ (b) ∈ F и γ (t) ∈ G 
при a ˂ t ˂ b.
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Рассмотрены кольцевые Q-гомеоморфизмы относительно p-модуля на комплексной плоскости при 
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Пусть D — область в комплексной плоскости C, z0 ∈ D и d0 = dist (z0, ∂D). Положим
{ }0 1 2 1 0 2( , , ) :z r r z r z z r= ∈ −^A   ,
{ }0 0( , ) :i i iS S z r z z z r= = ∈ − =^ ,   i = 1, 2.
Пусть Q : D → [0, ∞] — измеримая по Лебегу функция. Будем говорить, что гомеоморфизм 
ƒ : D → C является кольцевым Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля в точке z0 ∈ D, если 
соотношение
( )Δ η −∫1 2 0( ( , , )) ( ) pp fS fS fD Q z z z dxdy
A
M
 
выполнено для любого кольца A = A (z0, r1, r2), 0 ˂ r1 ˂ r2 ˂ d0, и для каждой измеримой функции 
η : (r1, r2) → [0, ∞] такой, что
2
1
( ) 1
r
r
r drη∫  .
Ниже приведен критерий принадлежности классу кольцевых Q-гомеоморфизмов относи-
тельно p-модуля при p ˃ 2 на плоскости.
Предложение  1. Пусть D — область в C и пусть Q : D → [0, ∞] — измеримая по Лебегу функ-
ция, удовлетворяющая условию qz0 (r) ≠ ∞ для п.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (z0, ∂D). Гомеоморфизм ƒ : D → C является кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке z0 ∈ D тогда и только тогда, когда для 
любых 0 ˂ r1 ˂ r2 ˂ d0
−
πΔ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫
2
01
1 2 1
1/( –1)1/( –1)
2
( ( , , ))
( )
p pr
pp
zr
fS fS fD
dr
r q r
M
где S1 = S (z0, r1) и S2 = S (z0, r2), = π ∫0
0( , )
1
( ) ( )
2z
S z r
q r Q z dz
r
 — среднее интегральное значение по 
окружности S (z0, r) = {z ∈ C : ⏐z – z0⏐ = r}.
Следуя работе [7], пару E = (A, C), где A ⊂ C — открытое множество и C — непустое компакт-
ное множество, содержащееся в A, называем конденсатором. Говорят также, что конденсатор 
E = (A, C) лежит в области D, если A ⊂ D. Очевидно, что если ƒ : D → C — непрерывное, откры-
тое отображение и E = (A, C) — конденсатор в D, то (ƒA, ƒC) также конденсатор в ƒD. Далее 
ƒE = (ƒ A, ƒC).
Пусть E = (A, C) — конденсатор. Обозначим через C0(A) множество непрерывных функций 
u : A → R1 с компактным носителем. W0 (E ) = W0 (A, C) — семейство неотрицательных функций 
таких, что: 1) u ∈ C0(A); 2) u (x)  1 для x ∈ C; 3) u принадлежит классу ACL и пусть
22u u
u
x y
⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞∇ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ⎝ ∂ ⎠ .
При p  1 величину
 cappE = capp (A, C) =
 
0( )
inf p
u
A
u dxdy
∈
∇∫W E
называют p-ёмкостью конденсатора E.
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Известно, что 
capp E = Δ ∂ ∂( ( , ; ))p A C A CM 
(см. теорему 1 в [9]). 
Установленные в работе нижние оценки для образа круга обобщают известную лемму Ге-
ринга для круга E = B (z0, r) (см. ниже).
Лемма G. Пусть D и D′ — ограниченные области в C и E — произвольное измеримое по Борелю 
множество в D. Предположим, что ƒ : D → D′ — гомеоморфизм, удовлетворяющий условию 
capp ƒE  K capp E 
при p ˃ 2, где E = ( )0 2 0 1( , ), ( , )B z r B z r , z0 ∈ D, 0 < r1 r2 < d0 = dist (z0, ∂D). Тогда имеет место оценка 
2
2 pfE K E−
(см. лемму 7 в [10] при n = 2).
1. Искажение площади круга. В следующей теореме установлена нижняя оценка площади 
образа круга для кольцевых Q-гомеоморфизмов относительно p-модуля при p >2.
Теорема 1. Пусть D и D′ — ограниченные области в C и ƒ : D → D′ — кольцевой Q-гомеомор-
физм относительно p-модуля в точке z0 ∈ D при p >2. Тогда при всех r ∈ (0, d0), d0 = dist (z0, ∂D), 
имеет место оценка 
−
−
−
−
⎛ ⎞⎛ ⎞
− ⎜ ⎟π ⎜ ⎟
− ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ 0
2( 1)2( 1)
22
0 1/( –1)1/( –1)
0
2
( , )
1 ( )
pp
r pp
pp
z
dtp
fB z r
p t q t
 ,
где B (z0, r) = {z ∈ C: ⏐z – z0⏐  r }.
Доказательство сформулированной теоремы базируется на предложении 1 и оценке (8.7) из 
работы [8].
В частности, справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть D и D′ — ограниченные области в C и ƒ : D → D′— кольцевой Q-гомеомор-
физм относительно p-модуля в точке z0 ∈ D при p > 2. Предположим, что функция Q удовлет-
воряет условию 
−α ∈ ∞ α ∈ ∞
0 0 0
( ) , (0, ), [0, )zq t q t q ,
для z0 ∈ D и п. в. всех t ∈ (0, d0), d0 = dist (z0, ∂D). Тогда при всех r ∈ (0, d0) имеет место оценка 
( )
2( 1) 2
2 122 20 00
2
( , ) ,
2
p
p pp p
p
fB z r q B z r
p
−α α
−
− +
−
−
−
⎛ ⎞−
π ⎜ ⎟⎝ ⎠α + − .
Полагая α = 0 в теореме 2, получаем следующее заключение.
Следствие 1. Пусть D и D′— ограниченные области в  C и ƒ : D → D′ — кольцевой Q-гомео-
мор физм относительно p-модуля в точке z0 ∈ D при p ˃ 2 и qz0 (t)  q0 < ∞ для п. в. t ∈ (0, d0), 
d0 = dist (z0, ∂D). Тогда имеет место оценка
( ) ( )
2
2
0 00, ,
pfB z r q B z r−
для всех r ∈ (0, d0).
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Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и Q (z)  K < ∞ для п. в. z ∈ D. Тогда 
име ет место оценка
( ) ( )
2
2
0 0, ,
pfB z r K B z r−
для всех r ∈ (0, d0).
Замечание 1. Следствие 2 является частным случаем результата Геринга для E = B (z0, r) 
(см. лемму G).
2. Экстремальная задача для функционала площади. Пусть Q : B → [0, ∞] — измеримая 
функция по Лебегу и H — множество всех кольцевых Q-гомеоморфизмов ƒ : B → C относитель-
но p-модуля в точке z0 = 0 при p > 2 с условием
0
1
( ) ( )
2
tS
q t Q z dz q t
t
−α
=
π ∫  , ∈ ∞ α ∈ ∞0 (0, ), [0, )q ,
для п.в. t ∈ (0,1).
Рассмотрим на классе H функционал площади Sr (ƒ) = ⏐ƒBr⏐. Ниже приведена теорема о 
минимизации функционала Sr (ƒ) .
Теорема 3. Для всех r ∈ [0,1] справедливо равенство 
− α+ −
−
−
−
∈
⎛ ⎞−
= π ⎜ ⎟⎝ ⎠α + −
2( 1) 2 2( 2)
2 2 2
0
2
min ( )
2
p p
p p p
r
f
p
f q r
p
S
H
.
Из теоремы 2 немедленно вытекает оценка
− α+ −
−
−
−
⎛ ⎞−
π ⎜ ⎟⎝ ⎠α + −
2( 1) 2 2( 2)
2 2 2
0
2
( )
2
p p
p p p
r
p
f q r
p
S  .
Построим гомеоморфизм ƒ0 ∈ H, на котором реализуется минимум функционала Sr (ƒ).
Пусть ƒ0 : B → C, где 
11 222 200
2
, 0,( ) 2
0, 0.
p
ppp p
p zq z zf z p z
z
−
α+ −
−
−
−
⎧
−⎛ ⎞⎪ ≠= ⎨ ⎜ ⎟α + −⎝ ⎠⎪
=⎩
Не трудно заметить, что оценка (1) является точной и знак равенства в ней достигается на 
отображении ƒ0.
Покажем, что отображение, определенное таким образом, является кольцевым Q-го мео мор-
физмом относительно p-модуля при p > 2 с функцией Q (z) = q0⏐z⏐–α в точке z0 = 0. Очевидно, 
что −α=
0 0
( )zq t q t . Рассмотрим кольцо A (0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < 1. Заметим, что отображение ƒ0 
преобразует кольцо A (0, r1, r2) в кольцо A
~ (0, r~1, r
~
2), где
11 2
22 2
0
2
2
p p
pp p
i i
p
r q r
p
− α+ −
−
− −
⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎝ ⎠α + − ,   i = 1, 2.
Обозначим через Γ семейство всех кривых, соединяющих окружности S (0, r1) и S (0, r2) в 
кольце A (0, r1, r2). Тогда p-модуль семейства ƒ0Γ вычисляется в явном виде (см., например, со-
отношение (2) на с. 177 в [10]) 
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( )
12 21
1 1
0 2 1
2
2
1
pp pp
p p
p
p
f r r
p
−
− −
−
− −
⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎜ ⎟Γ = π −⎜ ⎟⎝ ⎠− ⎜ ⎟⎝ ⎠
 M .
Подставляя в предыдущее равенство значения r~1 и r
~
2, определенные выше, получаем, что
12 21 1 1–2 21 1
1 10 02 1
2 1
2 2
( ) 2 2
1 1
pp pp p pp pp p
p pp
p p
f r r q
r rp p
−
− −
− − α+ − α+ −
− −
− −
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− α + −⎜ ⎟Γ = π − = π ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎜ ⎟⎝ ⎠
 M .
Заметим, что последнее соотношение можно переписать в следующем виде:
( )
−
πΓ = ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∫
2
1
0 1
1/( –1) 1/( –1)
2
( )
p pr
p p
r
f
dt
t q t
M ,
где 0( )q t q t
−α
= . 
Следовательно, в силу предложения 1, гомеоморфизм ƒ0 является кольцевым Q-го мео-
морфизмом относительно p-модуля при p > 2 с функцией Q (z) = q0⏐z⏐–α в точке z0 = 0. 
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ЕКСТРЕМАЛЬНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПЛОЩІ ОБРАЗУ КРУГА
Розглянуто кільцеві Q-гомеоморфізми відносно p-модуля на комплексній площині при p > 2. Для таких класів відоб-
ражень встановлено оцінки знизу площі образу круга. Розв’язано екстремальну задачу про мінімізацію функціо-
нала площі образу круга.
Ключові слова: кільцеві Q-гомеоморфізми, p-модуль сім’ї кривих, конденсатор, p-ємність конденсатора, фун к-
ціонал площі.
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THE EXTREMAL PROBLEM 
FOR THE AREA OF AN IMAGE OF A DISC
We study the ring Q-homeomorphisms with respect to p-modulus, p ˃ 2, in the complex plane and establish lower bounds for 
the area of an image of a disc. The extremal problem concerning a minimization of the area functional is solved.
Keywords: ring Q-homeomorphisms, p-modulus of a family of curves, capacitor, p-capacitance of a capacitor, area 
fun c t ional.
